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RESUMO 

 

Vigas de alma esbelta I são elementos estruturais de aço usados em pontes, viadutos ou edifícios 

industriais, submetidas a esforço combinado de flexão e cisalhamento que tem problemas de 

estabilidade na alma, precisando dispor de enrijecedores transversais e longitudinais. A 

proposta deste trabalho foi a de definir como analisar e dimensionar essas vigas variando a 

posição do enrijecedor longitudinal, baseando-se em modelos analíticos e numéricos. Os 

métodos analíticos estudados foram as propostas pela norma EN 1993-1-5 (2006) que descreve 

duas formas para a verificação de capacidade de carga: o método da tensão reduzida (MTR) e 

o método da largura efetiva (MLE), ainda, pelo coeficiente de redução recomendando pela 

AASHTO (2014), que é equivalente à NBR 8800 (ABNT, 2008). A modelagem numérica, por 

sua vez, foi realizada pelo método de elementos finitos, de acordo com as indicações da EN 

1993-1-5 (2006), realizando-se uma análise de estabilidade linear e não linear considerando-se 

as imperfeições geométricas. O trabalho tem como proposta comparar os métodos numéricos 

com os métodos analíticos para determinar a capacidade resistente de vigas I de aço esbeltas 

variando a posição do enrijecedor longitudinal, buscando encontrar a posição ótima para as 5 

seções analisadas (VT 05, VT 06, VT 07, VT 09). Os resultados mostram que o método 

numérico apresenta capacidade superior e a posição ótima para o enrijecedor longitudinal vai 

depender de cada modelo analisada.  

 

Palavras-chave: Viga de aço de alma esbelta. Enrijecedor longitudinal. Imperfeições 

geométricas.  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

ABSTRACT 

 

Slender web beams are structural steel elements used in bridges, viaducts or industrial 

buildings, subjected to a combined bending and shearing forces that generates loss of stability 

in the web, with the need of transverse and longitudinal stiffeners. The purpose of this work 

was to define how to analyze and design those elements, based on analytical and numerical 

models using the finite element method. The analytical methods were developed using standard 

EN 1993-1-5 (2006) which includes two forms for the verification of load capacity: the reduced 

stress method and the effective width method by AASHTO (2014), which is equivalent to NBR 

8800 (ABNT, 2008). The numerical modeling, was performed by the finite element method, 

according to the indications of EN 1993-1-5 (2006), performing a linear and non-linear 

buckling analysis considering the geometric imperfections. The analytical methods present 

lower results when compared to numerical methods, there is a need to improve the methods 

proposed by the standards, and finally showing that the longitudinal stiffener improves the 

stability if the web. 

 

Keywords: Of slender web steel beams. Longitudinal stiffners. Geometric imperfections. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS  

 

 

AASHTO: Associação Norte-Americana de Especialistas Rodoviários e de Transporte 

ABNT: Associação Brasileira de Normas Técnicas  

APDL: Ansys Parametric Design Language  

ANSI: American National Standards Institute 

EN: Norma Eurocode 

FLM: Flexão local da mesa  

FLT: Instabilidade  lateral com torção  

NBR: Norma Técnica Brasileira 

MEF: Método dos elementos finitos  

MLE: Método da largura efetiva  

MTR: Método da tensão reduzida  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

LISTA DE SÍMBOLOS  

 

ee: deformação convencional; 

te: deformação verdadeira; 

T

iKè øê ú: Matriz de rigidez tangente, sendo i o número de iteração; 

es : tensão convencional. 

ts : tensão verdadeira; 

{ }aF : Vetor de aplicação de cargas; 

{ }nrF : Vetor de incrementos dos deslocamentos. 

{ }iUD :Vetor de incrementos dos deslocamentos; 

a :comprimento de um painel; comprimento de uma placa enrijecida ou não enrijecida  

Ac,eff:: área efetiva da parte comprimida  

Ac: área bruta 

Asl,1- área da seção transversal bruta do pilar equivalente, 

b/tw: relação largura-espessura   

b: largura 

bc,eff: largura efetiva      

bf-largura do enrijecedor longitudinal   

bi :largura do subpainel  

bl,dge,eff :largura efetiva para Instabilidade  local de uma placa  

bl: posição do reforço longitudinal  

bst: espessura do enrijecedor longitudinal  

D :rigidez a flexão da placa  

E: módulo de elasticidade 

hw/tw: relação altura-espessura da alma  

hw: altura da alma 

kf : coeficiente de Instabilidade  local 

mm: milímetros 

Rb: fator de redução na resistência à flexão 

Ss: comprimento de carga  

tf: espessura da mesa 



 

 

 

 

tst:espessura do enrijecedor transversal 

tw: espessura da alma 

hw: altura da alma  

v: coeficiente de Poisson 

ɚ: esbeltez global 

ɝ :parâmetro que indica a ñsusceptibilidadeò de Instabilidade  Tipo Placa ou Tipo Pilar 

ɟ: fator de redu«o 

locr : fator de redução para encurvadura da placa de elementos internos comprimidos 

; ;x c zr r r: fator de redução para Instabilidade  de placa 

,cr sls : tensões reais  

.cr ps : tensão critica modo de placa  

.cr sls - tensão crítica elástica do pilar equivalente 

.cr cs : tensão crítica modo de coluna 

lims : tensão média  

maxs : distribuição uniforme da tensão de compressão  

,eq Eds : tensão equivalente solicitante de cálculo  

xs  : tensões críticas parciais de Instabilidade  elástica  

ὃὧ : a área bruta da parte comprimida da placa enrijecida, exceto as partes efetivas de bordas 

com larguras ὦὩὨὫ 

ὃὧ,ὩὪὪ,ὰέὧ: a soma das áreas efetivas dos subpainéis e enrijecedores total ou parcialmente 

comprimidos 

ὃίὰ,ὩὪὪ : soma das áreas efetivas dos enrijecedores longitudinais 

Ὅίὰ,1: o momento de inércia da seção bruta do pilar equivalente, em torno de um eixo centroidal 

e paralelo ao plano da placa; 

ὥὧ: comprimento de Instabilidade   

ὦ1,ὦ2 :distâncias entre as bordas longitudinais da alma e o enrijecedor longitudinal  

ὦὧ : largura efetiva da parte comprimida da placa  

ὦὰέὧ,Ὥ: largura da parte comprimida de cada subpainel i 

Ὥ : raio de giração  



 

 

 

 

ea : fator de imperfeição equivalente  

,ult xa  : fator crítico (mínimo)para que as forças de cálculo alcancem o valor característico da 

capacidade resistente  

,ult ka : fator crítico (mínimo) para que as forças de cálculo alcancem o valor característico da 

capacidade resistente  

cl : esbeltez para comportamento Tipo Pilar  

pl : esbeltez normalizada da placa  

pl : fator de redução de cada subpainel i 

cc : Fator de redução Tipo Pilar  

y: tensão normal longitudinal  

Gsl(G):distância do centro de gravidade do enrijecedor 

FR-EXP: Força experimental  

FRMEF: Força elemento finitos  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

LISTA DE FIGURAS  

 

Figura 1: Alma enrijecida de uma viga de seção do tipo I ....................................................... 15 

Figura 2: Instabilidade local de seção com alma ...................................................................... 19 

Figura 3: Trajetórias de equilíbrio ............................................................................................ 20 

Figura 4: Ideias básicas do MLE e MTR .................................................................................. 21 

Figura 5: Defini«o do ©ngulo Ŭ ............................................................................................... 23 

Figura 6-Definições das classes EN 1991-1-1:2005................................................................. 25 

Figura 7: Conceito de largura efetiva ....................................................................................... 27 

Figura 8: Exemplo de elementos de placa interno (AA) e externo (AL) de seções transversais

 .................................................................................................................................................. 28 

Figura 9: Larguras efetivas para elemento comprimido interno............................................... 29 

Figura 10: Largura efetivas para elemento comprimido externo ............................................. 30 

Figura 11: Comparação das curvas …ὧ e ” ............................................................................... 32 

Figura 12: Comportamento tipo placa e pilar ........................................................................... 32 

Figura 13: Definição de Ac e Ac,eff,loc para um elemento de placa enrijecido em compressão 

uniforme ................................................................................................................................... 33 

Figura 14: Alma com um único enrijecedor longitudinal na parte comprimida ...................... 35 

Figura 15: Definição das distâncias e1 e e2 ............................................................................. 39 

Figura 16: Comparação entre MTR e MLE ............................................................................. 39 

Figura 17: Interação entre os comportamentos tipo placa e tipo pilar ...................................... 42 

Figura 18: Curvas de instabilidade ........................................................................................... 46 

Figura 19: Elemento finito Shell 181 ....................................................................................... 48 

Figura 20-Diferença entre os métodos analíticos ...................... Erro! Indicador não definido.  

Figura 21-Diferença entre os MEF pelos Métodos análiticos ... Erro! Indicador não definido.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

LISTA DE TABELAS  

 

Tabela 1: Geometria de viga I enrijecida longitudinal .................................................... 54 

Tabela 2: Validação da folha de cálculo para o MLE ..................................................... 55 

Tabela 3: Validação da folha de cálculo para o MTR ..................................................... 55 

Tabela 4: Geometria de viga I enrijecida longitudinal .................................................... 62 

Tabela 5: Comparação entre experimental e MEF .......................................................... 62 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

LISTA DE GRÁFICOS  

 

Gráfico 1:  Relação entre FREXP/FRMEF ........................................................................... 63 

Gráfico 2:  Gráfico referente ao efeito da posição do enrijecedor longitudinal MEF ..... 63 

Gráfico 3: Comparação método analíticos e métodos numéricos ................................... 67 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

SUMÁRIO  

 

1 INTRODUÇÃO  .......................................................................................................... 14 

1.1 Justificativa .............................................................................................................. 15 

1.2 Objetivos ................................................................................................................... 15 

1.2.1 Objetivo geral  ........................................................................................................ 15 

1.2.2 Objetivos específicos .............................................................................................. 15 

2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA  .................................................................................. 16 

2.1 Viga I de aço de alma esbelta enrijecida................................................................ 16 

2.1.1 Comportamento estrutural de vigas I...................................................................... 17 

2.1.2 Estabilidade de placas ............................................................................................. 18 

2.1.3 Comportamento pós-Instabilidade  ......................................................................... 19 

2.2 Verificação das seções esbeltas enrijecidas longitudinalmente ........................... 22 

2.2.1 Procedimentos para determinar a capacidade de carga de acordo com a norma  

europeia EN 1993-1-5 (2006) .......................................................................................... 23 

2.2.1.1 Método da Largura Efetiva (MLE) ...................................................................... 24 

2.2.1.2 Método da Tensão Reduzida (MTR) ................................................................... 39 

2.2.2 Procedimentos de verificação de seções esbeltas segundo a AASHTO (2014) ..... 44 

2.2.3 Procedimentos de verificação de Estados limites últimos NBR 8800 ................... 44 

2.3 Análise de elementos finitos  ................................................................................... 44 

2.3.1 Método de análise ................................................................................................... 45 

2.3.2 Análise de estabilidade ........................................................................................... 47 

2.3.3 Critério de convergência ......................................................................................... 47 

2.3.4 Elemento de casca   ................................................................................................ 49 

2.3.5 Aspectos regulamentares ........................................................................................ 49 

2.3.6 Imperfeições geométricas ....................................................................................... 49 

2.3.7 Propriedade dos materiais ....................................................................................... 50 

3 METODOLOGIA  ....................................................................................................... 51 

3.1 Desenvolvimento e validação do modelo analítico ................................................ 53 

3.2.1 Validação das folhas de cálculo.............................................................................. 54 

3.2 Desenvolvimento do Ansys APDL .......................................................................... 55 



 

 

 

 

3.2.1 Pré-processamento    ............................................................................................... 56 

3.2.2 Análise linear .......................................................................................................... 59 

3.2.3 Análise não linear e validação do modelo numérico  ............................................. 61 

4 RESULTADOS  .......................................................................................................... 67 

5 CONSIDERAÇÕES FINAIS  .................................................................................... 71 

REFERÊNCIAS ............................................................................................................ 72 

Apêndice A: Validação da planilha de cálculo desenvolvida no programa  

computacional SMath Studio, baseado na norma EN 1993 1-5:2006 ................. 67 

Apêndice B: Validação da planilha de cálculo desenvolvida no programa  

computacional SMath Studio, baseado na norma EN 1993 1-5:2006 ..................... 124 

APÊNDICE C: Planilha de cálculo desenvolvida no programa computacional  

SMath Studio, baseado na norma ABNT NBR 8800 (2008) .................................... 136 

APÊNDICE D: Planilha de cálculo desenvolvida no programa computacional  

SMath Studio, baseado na norma AASHTO (2014) ................................................. 143 

APÊNDICE E: Modelo paramétrico para viga esbelta com enrijecedores  

longitudinais para uma análise de Instabilidade  elástica ....................................... 148 

APÊNDICE F: Modelo paramétrico para viga esbelta com enrijecedores longitudinais 

para uma análise de Instabilidade  elástica para as vigas VT05 ............................. 159 

APÊNDICE G: Modelo paramétrico para viga esbelta sem enrejicedor longitudinal 176 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



15 

 

 

 

 

 1 INTRODUÇÃO  

 

Vigas de alma esbelta I são elementos estruturais de aço utilizados na confecção de 

pontes, viadutos ou edificíos industriais, submetidos a esforço combinado de flexão e 

cisalhamento. A esbeltez é determinada pela relação entre altura da alma (hw) e sua espessura 

(tw), normalmente compreendida entre 150 e 300 (Figura 1). È o cisalhamento faz com que 

ocorra instabilidade na alma, necessitando posicionar enrijecedores transversais e longitudinais 

com função de melhorar a estabilidade destes elementos estruturais. O enrijecedor longitudinal 

é colocado próximo à mesa superior (bl=0.25hw), conforme Klöppel e Scheer (1960), na região 

de compressão da alma, fazendo com que o painel global da alma (Figura 1) passe a ter dois 

subpaineis (de dimensões verticais bl e b2)  delimitados pelos enrijecedores longitudinais e 

transversais.  

 

Figura 1: Alma enrijecida de uma viga de seção do tipo I 

 
Fonte: O Autor, 2017. 

 

A determinação da capacidade de carga de seções transversais esbeltas pode ser obtida 

através de simulações numéricas pelo método dos elementos finitos, ou com o uso de normas 

técnicas. O presente trabalho tem como proposta analisar a capacidade de carga de vigas 

esbeltas submetidas à flexão variando a posição do enrijecedor longitudinal, através das 

formulações das normas EN 1993-1-5 (2006), AASHTO (2014) e NBR 8800 (ABNT, 2008), 

numericamente também através do método discreto de elementos finitos que considera todos 

os tipos de imperfeição geométrica. 
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1.1 Justificativa 

 

 A determinação da capacidade de resistência de seções transversais esbeltas é complexa 

quando obtida por simulações numéricas de elementos finitos, que necessitam de maior tempo 

no dimensionamento das estruturas. Assim, a verificação da capacidade de carga dessas 

estruturas afeta diretamente seu peso, permitindo determinar a espessura da alma e o uso ou 

não de enrijecedores. Em vista disso, considera-se necessário avaliar os métodos analíticos 

pelas normas empregadas nas seções esbeltas e comparar com aqueles obtidos pelos métodos 

discretos de elementos finitos, justificando a realização do presente trabalho de pesquisa.  

 

1.2 Objetivos 

 

 

1.2.1 Objetivo geral 

 

 

Estudar modelos teóricos e numéricos de vigas I de aço de alma esbelta considerando 

enrijecedores longitudinais. 

 

1.2.2 Objetivos específicos 

 

a) Modelar e atualizar geometrias para o modelo numérico de acordo com a norma EN 

1993-1-5 (2006); 

b) Analisar a influência da posição do reforço longitudinal na capacidade de carga da 

viga;  

c) Comparar resultados de prescrições de normas, modelos numéricos e soluções 

analíticas. 
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA  

 

Nesta revisão bibliográfica são apresentados, brevemente, em uma perspectiva teórica, 

os temas que serão posteriormente desenvolvidos durante todo o trabalho, dentre os quais, 

primeiramente, a descrição da viga I de aço de alma esbelta enrijecida, seguido da descrição do 

comportamento estrutural de vigas esbeltas, como a estabilidade e o seu comportamento pós-

bifurcação. Após, discorre-se sobre os métodos de determinação de capacidade de carga 

descritos pelas normas europeia EN 1993-1-5 (2006) e americana (AASHTO (2014) 

equivalente à brasileira ABNT NBR 8800 (2008), e sobre os métodos numéricos através da 

análise de elementos finitos utilizando software Ansys.  

  

2.1 Viga I de aço de alma esbelta enrijecida 

 

As vigas em aço de alma esbelta são assim nominadas quando sua relação hw/tw for entre 

150 e 300 segunda a norma europeia e americana, no entanto para a norma brasileira essa 

relação entre 150 e 360. hw é altura da alma e tw a espessura da alma, sendo necessários na 

maioria das vezes enrijecedores longitudinais para evitar a instabilidade. 

Os trabalhos que relatam instabilidade de placas reforçadas longitudinalmente para o 

cisalhamento puro tiveram início com Timoshenko (1921). A partir disso, sucederam-se 

pesquisas sobre placas enrijecidas que relatam a instabilidade das placas retangulares apoiadas 

e submetidas à flexão (ROCKEY; LEGGETT, 1962; COOPER, 1963; OWEN; ROCKEY; 

SKALOUD, 1970; OSTAPENKO; CHERN, 1971), sendo considerado a posição ótima para 

enrijecedor longitudinal hw/5 (DUBAS, 1948) e hw/4 (KLÖPPEL; SCHEER, 1960), que 

quando posicionados adequadamente melhoram a distribuição das tensões (SUBRAMANIAN, 

2015) e a estabilidade da placa (LAGERQVIST; JOHANSSON, 1996; GRACIANO; 

JOHANSSON, 2003; GRACIANO; MENDES 2014; GRACIANO; CASANOVA; ZAPATA-

MEDINA, 2015).  

Outro ponto importante na estabilidade das placas refere-se às imperfeições geométricas 

modeladas por elementos finitos, que podem reduzir a capacidade de carga. Nessa direção, 

BRAUN (2010) e SILVA (2008) estudaram vigas de alma esbelta enrijecidas 

longitudinalmente, utilizando análise de elementos finitos pelo software Ansys, realizando uma 
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análise não linear, incorporando as imperfeições geométricas de acordo com a recomendação 

da norma europeia que traz a modelagem de imperfeições (MUPETA; JOHN; HIRANI, 2015). 

Os referidos autores evidenciaram que a amplitude da imperfeição produz decréscimo na carga 

de ruptura e, se a forma de imperfeição se assemelhar ao modo de estabilidade irá reproduzir 

uma diminuição ainda maior na capacidade de carga (ALEXANDRU, 2014). 

Nesse contexto também se faz importante a norma americana AASHTO (2014), que 

determina a capacidade de carga através de um fator de redução Rb, e não considera as 

caraterísticas do reforço longitudinal. Assim, Subramanian e White (2017a) analisaram os 

métodos analíticos da AASHTO (2014) e EN 1993-1-5 (2006), e métodos numéricos de 

elementos finitos, concluindo que as verificações especificadas pela norma europeia diferem 

dos resultados obtidos pelo MEF, pelo fato de que as tensões residuais e imperfeições 

geométricas são aproximadas (SUBRAMANIAN; WHITE, 2017b).  

Park et al (2016) descrevem que as especificações da AASHTO (2014) foram altamente 

conservadoras para vigas enrijecidas longitudinalmente, e essa diferença tem um aumento 

significativo á mediada que aumenta a esbeltez. No entanto a Eurocode 3 apresentou resultados 

conservadores quando comparado com elementos finitos, e superiores quando comparado com 

a norma americana.  

 

2.1.1 Comportamento estrutural de vigas I  

 

O colapso do perfil I de alma esbelta pode ocorrer pela perda de estabilidade global e 

local, caraterizadas pela esbeltez global (ɚ) da placa e pela esbeltez local (relação largura-

espessura, b/tw) dos elementos que compõem a seção transversal (PFEIL, 2009). A instabilidade 

de elementos unifilares (uma das dimensões muito maior que as outras duas) pode ser 

classificada como global, local e distorcional. 

A instabilidade global é um fenômeno característico de barras submetidas à compressão, 

que podem sofrer instabilidade por flexão, torção e flexotorção, a partir da carga que instabiliza 

a estrutura, com elevado índice de esbeltez global. A instabilidade local é a perda de 

estabilidade de uma chapa do perfil (alma, aba ou enrijecedor de borda), e se caracteriza pela 

flexão dos elementos da seção transversal, sem que haja deslocamentos ou mudança nos 

ângulos das arestas (Figura 2: Instabilidade local de seção ). A instabilidade distorcional ocorre 

quando os pontos de união das chapas se movem, configurando outro tipo de instabilidade, é 
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causada pela perda de estabilidade de um elemento comprimido mais enrijecedores (PFEIL, 

2009). 

 

Figura 2: Instabilidade local de seção com alma  

 
Fonte: Pfeil (2009). 

 

Com a finalidade de aumentar a estabilidade das vigas I de alma esbelta, as normas 

AASHTO (2014) e EN 1993-1-5 (2006) prescrevem a utilização de reforços longitudinais e 

transversais. A norma brasileira da Associação Brasileira de Normas Técnicas, NBR 8800 

(ABNT, 2008) indica o uso de reforços horizontais e transversais e a verificação dos estados 

limites últimos, que podem ser examinados pela flexão local da mesa, pelo escoamento e 

enrugamento local da alma, pela instabilidade lateral com torção e, ainda, pela instabilidade  da 

alma por compressão. 

 

2.1.2 Estabilidade de placas 

Análise de estabilidade de placas em estruturas esbeltas envolvem o estado pós-crítico 

(placas ñesbeltasò em compress«o possuem capacidade resistente p·s-crítica significativa), que 

podem ser observados na figura 3 uma placa esbelta submetida a compressão. 
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Figura 3: Trajetórias de equilíbrio 

 

Fonte: Beg (2012). 

 

Nota-se figura 3 que para placas sem imperfeições geométricas o comportamento pós-

crítico é muito evidentes, enquanto que para placas com imperfeições a transição entre o 

comportamento pré-crítico e pós-crítico é gradual, e para imperfeições maiores é quase 

imperceptível. Quando a tensão crítica de Instabilidade elástica é alcançada, a capacidade 

resistente não se esgota, e ainda aumenta mais até que ocorra o escoamento de partes da placa. 

No estado pós-crítico a redistribuição das tensões de compressão realiza-se com a redução de 

tensões na parte do meio do painel que flambou onde a rigidez axial é diminuída, e com o 

aumento das tensões perto das extremidades longitudinais apoiadas da placa (BARBOSA 

2016). 

A capacidade de carga é alcançada após a tensão máxima ter atingido a resistência de 

escoamento na extremidade da placa. Pelo fato de não ser prático trabalhar com a distribuição 

não linear de tensões reais, a norma europeia desenvolveu o método da largura efetiva (MLE) e 

o método da tensão reduzida (MTR), como demonstra-se na Figura 4. 
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Figura 4: Ideias básicas do MLE e MTR 

 

Fonte: Beg (2012). 

 

O MLE é baseado na redução da seção transversal na região central da placa onde ocorre 

a instabilidade, assumindo larguras efetivas beff, adjacentes às extremidades com tensões iguais 

à resistência ao escoamento do aço (fy), em toda a largura efetiva. Entretanto, o MTR baseia-se 

na tensão média (ůlim), na distribuição de tensões reais (ůact) e no estado limite último. No 

entanto, o MLE é sujeito a algumas limitações, pois não considera a continuidade física entre 

os elementos. 

A redução de uma seção transversal ou a redução de tensões é tal que o equilíbrio com 

a atual distribuição de tensões é mantida, conforme Winter (1974) apud Beg et al.(2010) o fator 

de redução de Instabilidade  de placa ɟ ® determinado pela equação (1): 

 

limeff

y

b

b f

s
r= =

 

(1) 

A carga crítica é calculada como uma força aplicada no plano médio da placa, onde a 

carga crs , pode ser obtida com a Equação 2, e uma aproximação do coeficiente de instabilidade 

é mostrada na Equação 3 (UNOSSON, 2003). 
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Na Equação 1, kf é o coeficiente de Instabilidade local e depende das condições de 

vínculos da chapa (apoio simples, engaste ou bordo livre), da relação b/tw (esbeltez da chapa), 

e da distribuição das tensões na chapa (compressão, cisalhamento ou flexão). Na Equação 2, o 

E é o módulo de elasticidade, v coeficiente de Poisson, tw espessura da alma e hw altura da alma, 

a comprimento da placa e Ss comprimento de carga. 

 

2.2 Determinação da capacidade de carga das seções esbeltas enrijecidas 

longitudinalmente  

 

Nesta seção são descritos os métodos de verificação da capacidade de carga resistente 

de seções esbeltas descritos pela norma europeia EN 1993-1-5 (2006), que descreve os 

princípios gerais das análises via método dos elementos finitos (MEF) que podem ser utilizados 

para calcular as tensões críticas elásticas ou determinar a capacidade resistente por meio de uma 

análise não linear considerando as imperfeições. Ainda, descreve-se sobre a norma americana 

da Associação Norte-Americana de Especialistas Rodoviários e de Transporte (AASHTO, 

2014) e, por fim, a norma brasileira, a NBR 8800 (ABNT, 2008), abordando métodos para 

calcular a capacidade de carga de vigas em aço, a estabilidade e as dimensões necessárias para 

os elementos estruturais.  

 

2.2.1 Procedimentos para determinar a capacidade de carga de acordo com a norma europeia 

EN 1993-1-5 (2006) 

 

A norma europeia - EN 1993-1-5 (2006) - descreve dois métodos para a determinação 

da capacidade de cargas de vigas esbeltas pelo MTR e MLE. O último envolve elementos 

estruturais com seções transversais típicas (viga I ou caixão), compostas por placas enrijecidas 

ou não enrijecidas (painel de alma de viga I, caixão e viga caixão) com largura uniforme dos 

enrijecedores transversais rígidos. O MTR, por sua vez, não é aplicado exclusivamente a essas 

seções transversais, fornecendo uma possibilidade para seções transversais não uniformes, por 
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exemplo, vigas com mísulas, painéis não retangulares, alma de viga com abertura grande 

(diâmetro maior que 0,05ὦ), regular ou irregular, elementos com mesas não paralelas e placas 

com enrijecedores não ortogonais (BARBOSA, 2016).  

A verificação da capacidade de carga MLE deve cumprir os seguintes requisitos: 

a) Painéis e subpainéis retangulares devem apresentar o ângulo Ŭ (Figura 5: Definição 

do ©ngulo Ŭ) que não exceda 10°, caso isso ocorra deve ser considerada a largura em ambas as 

extremidades do painel;  

b) Enrijecedores (caso existam) devem ser posicionados na direção das tensões normais 

longitudinais (enrijecedores longitudinais), e/ou na direção perpendicular à anterior 

(enrijecedores transversais);  

c) As aberturas não enrijecidas ou entalhes (caso existam) devem ser pequenas, com 

diâmetros inferiores a 0,05ὦ, onde ὦ é a largura do painel;  

d) Painéis devem ter seção transversal constante, porém, quando não ocorre essa 

condição, deve ser adotada a menor espessura;  

e) A instabilidade da alma deve ser induzida pela determinação da esbeltez (razão hw/tw) 

ou por enrijecimento apropriado.  

Figura 5: Defini«o do ©ngulo Ŭ 

 

Fonte: Silva e Gervásio (2007). 

 

2.2.1.1 Método da Largura Efetiva (MLE) 

 

O método MLE é baseado na norma europeia, que introduz o conceito de classes de 

seção transversal, usado para analisar antecipadamente a resistência à flexão e à compressão de 

aço estrutural com relação ao risco de instabilidade local. As seções transversais são 

classificadas numa escala de 1 a 4, com base na esbeltez dada pela relação hw/tw. Assim: 

a) Classe 1: são aquelas seções transversais que podem formar uma rótula plástica com 

capacidade de rotação a partir da análise plástica, sem a redução da capacidade de resistência;  



24 

 

 

 

b) Classe 2:  são as seções transversais que podem desenvolver o momento resistente 

plástico, mas têm capacidade de rotação limitada por causa da instabilidade local; 

c) Classe 3: esta categoria de seções transversais assume uma distribuição de tensão 

elástica, onde a tensão de compressão pode alcançar a resistência de escoamento do aço, mas a 

instabilidade local impede o desenvolvimento do momento resistente plástico;  

d) Classe 4: nesta subdivisão de seções transversais, a instabilidade local ocorre antes 

da tensão de compressão, na fibra extrema, alcançando a resistência ao escoamento, em uma 

ou mais partes da seção transversal.  

A norma EN 1993-1-5 (2006) também descreve que para determinar a resistência à 

estabilidade de seções da Classe 4, quando submetidas a tensões normais, deve-se utilizar os 

elementos da Classe 3. A determinação da capacidade resistente da seção transversal é dada 

por: 

a) Seção transversal classe 3: evidencia uma distribuição elástica de tensões ao longo 

da seção transversal, determinando a capacidade de resistência pelo início do escoamento na 

fibra mais comprimida;  

b) Seção de classe 4 submetida a tensões normais: ocorre uma distribuição de tensão 

elástica ao longo da seção transversal, considerando a capacidade resistente do início do 

escoamento na fibra mais comprimida da se«o transversal ñefetivaò.  

A se«o transversal ñreduzidaò ® designada como se«o transversal ñefetivaò porque se 

baseia no conceito de ñlargura efetivaò, segundo o qual ao ocorrer uma instabilidade local de 

placa, na parte comprimida da seção. Esta parte deixa de ser eficiente (não efetiva) na 

transmissão de tensões normais.  
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Figura 6-Definições das classes EN 1991-1-1:2005 

  

Classe Modelo do comportamento Resistencia de cálculo  
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Figura 6 - continuação 

4 

  

Nenhuma 

Fonte: Adaptado de Beg et al. (2010). 

 

A determinação da capacidade de carga das seções transversais deve ser efetuada 

utilizando as propriedades geométricas das correspondes seções efetivas. Assim, para seções 

esbeltas, definidas como Classe 4, recomenda-se a utilização das seções como uma forma de 

incorporar os efeitos da instabilidade local.  

Especificamente para a seção efetiva para Classe 4, torna-se necessário verificar a 

segurança dos elementos, a partir da determinação das seções efetivas, realizada placa a placa, 

com base nas respectivas larguras efetivas, utilizando a fórmula de Winter representadas pelas 

equações 4 e 5: 

iml
(1 0,22 )cr cr

y y yf f f

s s s
= -  

(4) 

 

 

iml 1 0,22
(1 )

yf

s

l l
= -  

(5) 

 

 

O método da largura efetiva é a tesão de escoamento uniformemente da seção efetiva 

(befffy) igual a tens«o m®dia m§xima que a placa suporta bůlim. Nota-se que a seção efetiva é 

calculada a partir da área efetiva das placas comprimidas, a qual, além das condições de apoio 

nas extremidades em cada placa, deve ter considerado o efeito de instabilidade da placa 

(SILVA;  GERVÁSIO, 2007). Torna-se, assim, importante considerar sobre: 

 

 

 

 

Instabilidade 

Local 
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a) Áreas efetivas de elementos de placa sem reforço longitudinal 

No caso de seções constituídas por placas não reforçadas, a largura efetiva (bc,eff,) de 

uma placa é dada pela Equação 6, também visualizada na Figura 7, onde se tem que a maior 

parte do carregamento é resistido pelas bordas longitudinais da placa. Conforme Von Karman 

(Equação 7) (1930) a resistência última é obtida igualando a tensão crítica de uma placa 

equivalente com a largura efetiva à tensão de escoamento do aço a placa é, assim, efetivamente 

substituída por duas regiões com tensão constante e uma zona central descarregada. 

 

,c eff loc cb br=  (6) 

 

 

lim cr

fy fy

ss
=  

(7) 

 

 

 

Figura 7: Conceito de largura efetiva 

 
Fonte: Silva e Gervásio (2007). 

 

Pela análise da Equação 8 e Figura 8 tem-se que a área efetiva da parte comprimida 

(Ac,eff) de uma placa não enrijecida com área bruta da parte comprimida (Ac) pode ser dada pela 

Equação 4: 

 

,c eff loc cA Ar=  (8) 

O fator de redução para instabilidade de placa locr refere-se a um painel simples, ou no 

caso de placas enrijecidas, um subpainel. Essa redução depende da distribuição de tensão 

normal longitudinal () ao longo da largura da placa (ὦ), e das condições de contorno ao longo 
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das bordas longitudinais. A norma EN 1993-1-5 (2006) fornece dois coeficientes de redução, 

um para elementos internos comprimidos (AA) e outro para elementos externos comprimidos 

(AL) , conforme ilustra a Figura 8. 

 

Figura 8: Exemplo de elementos de placa interno (AA) e externo (AL) de seções transversais 

 

Fonte: Adaptado de Beg et al. (2010). 

 

O ɟloc é o fator de redução para instabilidade da placa de elementos internos 

comprimidos, representada pela Equação 9 e 10: 

 

2

0.055(3 )
1 0,5 0,085 0,055

p

loc p

p

para
l y

r l y
l

- +
= ¢ > + -  

(9) 

1 (0,5 0,085 0,055 )loc parar y= + -  
(10) 

 

Na referida equação tem-se que  é a razão de tensões nas duas bordas da placa (ů1/ů2), 

com a máxima tensão de compressão no denominador, ainda, que ‗p é a esbeltez da placa.  Para 

o caso de elementos externos utiliza-se a Equação 11 e Equação 12: 

2

0.188
1 0.748

pc
loc p

p

b
para

b

l
r l

l

-
= = ¢ >  

(11) 

  

1 0.748loc pparar l= ¢  (12) 

 

Em que, em ambos os casos, a esbeltez relativa da placa é definida como a raiz quadrada 

da razão entre a força de escoamento e a força crítica elástica da parte comprimida da placa 

isolada (sem os enrijecedores) dada pela Equação 13 e 14: 
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2,35
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(14) 

 

Em placas apoiadas e não enrijecidas em compressão, submetidas à distribuição linear 

de tensão, as larguras efetivas são determinadas conforme demonstra-se nas Figura 9 e Figura 

10, onde Ků é fator de instabilidade correspondente a razão  as condições de contorno. No 

entanto, se uma parte da placa está tracionada, a largura de toda a placa é usada no cálculo da 

esbeltez (Equação 13), porém, somente a parte comprimida da largura ὦὧ, é usada para calcular 

a ὦὧ,ὩὪὪ. 

 

Figura 9: Larguras efetivas para elemento comprimido interno 

 
Fonte: Adaptado da EN 1993-1-5 (2006). 
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Figura 10: Largura efetivas para elemento comprimido externo 

 

Fonte: Adaptado da EN 1993-1-5 (2006). 

 

 

d)  Comportamento tipo placa e tipo pilar  

 

As áreas efetivas dos elementos de placas são calculadas através dos fatores de redução 

sobre uma placa (fator de redução ɟ) e um comportamento de coluna (ɢc do fator de redução). 

De acordo com Johansson et al. (2007), o comportamento real se situa entre o comportamento 

tipo placa e tipo coluna, logo, a resistência de colapso de uma placa enrijecida reflete no 

comportamento intermediário entre o tipo placa e o tipo coluna por meio do fator de redução 

final - como se demonstra na Equação 15, tal que:  

 

c cc r r¢ ¢  (15) 
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O fator de redução final  ɟc é baseado na fórmula apresentada na Equação 16 de 

interpolação simples: 

 

(2 )( )c c cr x x r c c= - - + (16) 

 

Na Equação 17  ‚ é o parâmetro que indica a susceptibilidade de instabilidade tipo placa 

ou tipo coluna, ou o quanto a tensão crítica elástica tipo placa está distante da tensão crítica 

elástica tipo pilar;  ” é o fator de redução devido à instabilidade global com comportamento 

tipo placa, baseado em ‗←ὴ;  …ὧ é o fator de redução devido à instabilidade global com 

comportamento tipo pilar, baseado em ‗←ὧ e Ὡ, de placas enrijecidas ou não enrijecidas, em que 

o parâmetro ɝ é a medida da "distância" entre a placa e coluna de acordo com a Equação 11: 

 

.

.

1 0 1
cr p

cr c

e
s

x x
s
= - ¢ ¢ 

(17) 

 

Segundo Johansson et al. (2007), a .cr ps  é maior ou igual a .cr cs , assim se obtém um  

resultado positivo de ɝ, evidenciando que o comportamento tipo placa não pode ser mais crítico 

do que o tipo pilar. Ao se compararem os fatores de redução por meio as equações, a esbeltez 

Tipo Placa é sempre menor que a esbeltez Tipo Pilar, ou seja ɚp < ɚc , visto que A,c é igual em 

ambos os casos. A curva de Euler para a placa: 

 

iml cr

y yf f

s s
=

 

(18) 

Desse modo, para uma mesma placa ao comparar os fatores de redução, o ” será sempre 

maior que o …ὧ, porque a curva de instabilidade é mais favorável …ὧ (curva a placa não 

enrijecida), sempre se encontrando abaixo da curva mais desfavorável ” (placa em compressão 

uniforme), conforme ilustra a Figura 11. 
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Figura 11: Comparação das curvas …ὧ e ” 

 
Fonte: Beg et al. (2010). 

 

Barbosa (2016) comenta que é possível considerar ”ὧ igual a …ὧ, levando um 

procedimento conservador para a determinação de carga de placas enrijecidas, uma vez que a 

capacidade resistente pós-crítica da placa enrijecida à instabilidade global é desconsiderada 

completamente, mas a capacidade resistente pós crítica dos subpaneis continua sendo 

quantificada.  

A Figura 12 exp»e os limites atribu²dos ao par©metro ɝ, que representam fisicamente 

para placas ñcurtasò (Ò1,0), e para instabilidade tipo pilar (”ὧ=…ὧ), a razão, „ὧὶ,ὴ/ „ὧὶ,c, é 

próxima de 1,0 e o valor de ɝ,  é próximo de zero. No entanto, para placas ñlongasò (>1,0) a 

razão „ὧὶ,ὴ/„ὧὶ,ὧ aumenta para um valor maior ou igual a 2, e ɝÓ1, prevalecendo a instabilidade 

tipo placa (”ὧ=”).  

Figura 12: Comportamento tipo placa e pilar 

 

Fonte: Adaptado de Johansson et al. (2007). 
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e) Áreas efetivas de elementos de placas com reforços longitudinais  

O comportamento da placa está associado ao número de reforços longitudinais 

localizado na zona de compressão do elemento. No caso de uma placa enrijecida 

longitudinalmente por um ou dois enrijecedores, e uma distribuição não uniforme de tensões 

normais (ocorre normalmente em uma alma de uma viga do tipo I ou caixão) a EN 1993-1-5 (2006) 

apresenta um procedimento simplificado em seu Anexo A (A.1) - Placa Ortotrópica Equivalente. 

 No caso de uma placa reforçada, como ilustrado na Figura 13, nota-se que pode ser 

subdividida em vários subpainéis, entre os reforços longitudinais, onde Ac representa área bruta 

da parte comprimida da placa enrijecida, excetuando-se as partes efetivas das bordas com 

larguras bl,dge,eff . Ainda, Ac,eff,loc é a soma das áreas efetivas dos subpainéis e enrijecedores total 

ou parcialmente comprimidos, excetuando-se as partes efetivas das bordas com larguras bl,dge,eff.  

 

Figura 13: Definição de Ac e Ac,eff,loc para um elemento de placa enrijecido em compressão 

uniforme 

 

Fonte: Adaptado de Johansson et al. (2007). 

 

 A área efetiva da parte comprimida da placa enrijecida é representada pela Equação 19: 

 

, , , ,c eff c c eff loc edge effA A b tr= +ä  (19) 

 

Em tal equação, Ac,eff,loc é a área efetiva de todos os reforços e subpainés que estejam 

total ou parcialmente na zona de compressão, como ilustrado na Figura 13, ”ὧ fator de redução 

para instabilidade de placa . A área Ac,eff,loc é dada pela Equação 20: 

 

, , , , ,c eff loc sl eff loc i loc iA A b tr= +ä  (20) 
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Nessa equação, ὃίὰ,ὩὪὪ é a soma das áreas efetivas dos enrijecedores longitudinais;  ”ὰέὧ,Ὥ 

é o fator de redução para instabilidade de placa Ὥ; ainda, ὦὰέὧ,Ὥ é a largura da parte comprimida 

de cada subpainel. 

 

c) Comportamento tipo placa, para vigas enrijecidas longitudinalmente  

A instabilidade global em modo de placa, traduzida por meio do fator de redução ɟ, 

necessita da determinação da tensão crítica elástica ůcr,p, e do fator de redução ɟc  a partir da 

esbeltez normalizada ɚp. A tensão crítica está associada com o modo de instabilidade tipo placa, 

que corresponde ao modo no qual a instabilidade local, ou seja, dos subpainéis. Esse modo pode 

ser considerado o resultado da flexão dos enrijecedores fora do plano da placa. 

Para determinação da tensão crítica de instabilidade elástica, a norma fornece dois 

métodos analíticos de acordo com o número de enrijecedores longitudinais posicionados na 

parte comprimida. No caso de uma placa com múltiplos reforços longitudinais, essa é tratada 

como ortotrópica equivalente à tensão crítica (Anexo A.1). No entanto, se um ou dois reforços 

longitudinais e uma distribuição de tensões normais não for uniforme, a determinação da tensão 

crítica elástica é baseada numa coluna equivalente (cláusula A.2.1(1)). 

Portanto, para uma placa enrijecida com um ou dois enrijecedores, a tensão elástica 

.cr ps  é calculada pelo método do pilar fictício, que baseia-se em substituir a placa reforçada 

comprimida por uma série de colunas desligadas entre si - consistindo, cada uma delas, no 

reforço propriamente dito - e uma largura de placa associada igual ao afastamento entre reforços 

longitudinais. Cada coluna é posteriormente dimensionada como uma coluna comprimida. 

Sendo de fácil aplicação, esse método conduz a bons resultados para reforços pouco esbeltos.  

Assim, a tensão crítica é obtida a partir da tensão elástica deste pilar equivalente(ůcr,sl) 

à área da seção transversal bruta do pilar equivalente Asl,1, composta pela área bruta da seção 

transversal do enrijecedor mais próximo à borda com a maior tensão de compressão mais as 

partes adjacentes de contribuição da placa, como tem-se na Figura 14. 
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Figura 14: Alma com um único enrijecedor longitudinal na parte comprimida 

 
Fonte: Adaptado de Johansson et al. (2007). 

 

No caso de um reforço apenas na zona comprimida, a tensão crítica elástica do reforço 

pode ser calculada ignorando-se reforços na zona tracionada (cláusula A2.2(1) da norma em 

questão) e é dada pelas Equações 21 e 22:  
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(22) 

 

Em tais equações, ὃίὰ,1 é a área bruta do pilar equivalente; Ὅίὰ,1 é o momento de inércia 

da seção bruta do pilar equivalente, em torno de um eixo centroide e paralelo ao plano da placa; 

ὦ1, ὦ2 são as distâncias entre as bordas longitudinais da alma e o enrijecedor longitudinal; ὦ é a 

soma de b1 com b2; e, por fim, ὥὧ é o comprimento de Instabilidade . 

A largura efetiva bl,dge,eff da parte comprimida de uma placa enrijecida, similarmente à 

placa não enrijecida, é uma proporção ɟloc, da largura real ὦὧ da parte comprimida. A expressão 

do fator de redução aplicável ɟloc, é a mesma utilizada para placa não enrijecida, conforme a 

Equação 23: 
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Quando os subpainéis de largura bi  são esbeltos e submetidos à instabilidade local (entre 

enrijecedores longitudinais), a interação de instabilidade local e global deve ser considerada, 

obtida por meio da modificação da esbeltez da placa equivalente, como mostra-se pela Equação 

24: 

 

,

,

A c y

p

cr p

fb
l

s
=  

(24) 

 

Na Equação 21, „ὧὶ,ὴ é a tensão crítica de estabilidade elástica da placa enrijecida que 

podem ser obtidas pelas equações 23 e 24. O valor de ὃ,ὧ é dado pela Equação 25: 

 

, ,

,

c eff loc

A c

c

A

A
b =  

(25) 

 

Na Equação 25, ὃὧ,ὩὪὪ,ὰέὧ é a soma das áreas efetivas dos subpainéis e enrijecedores totais 

ou parcialmente comprimidos, e ὃὧ é a área bruta da parte comprimida da placa enrijecida. 

 

d) Comportamento tipo pilar  

A instabilidade global do comportamento tipo pilar, traduzida pelo fator de redução ɢc, 

é correspondente à metodologia de cálculo da resistência à instabilidade por compressão de 

acordo com a EN 1993-1-5 (2006) parte 1-1 (cláusula 6.3.1.2). Conforme o procedimento, a 

tensão crítica elástica é dada pela tensão de instabilidade do elemento de placa com os apoios 

removidos ao longo das bordas longitudinais, conforme a Equação 26: 

 

2 2

, 2 212(1 )
cr c

Et

a

p
s

u
=

-
 

(26) 

 

Para placas com reforços longitudinais, a tensão crítica elástica para o comportamento 

tipo pilar é a tensão 
,cr sls  do enrijecedor mais próximo ao painel de extremidade com a maior 

tensão de compressão para um pilar bi rotulado, formado por um único enrijecedor, conforme 

a Equação 27: 
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(27) 

 

Na Equação 18 tem-se que ὃίὰ,1 é a área bruta do pilar equivalente; Ὅίὰ,1 é o momento de 

inércia da seção bruta do pilar equivalente, em torno de um eixo centroide e paralelo ao plano 

da placa; ὥ é o comprimento de instabilidade de um enrijecedor, normalmente igual à distância 

entre enrijecedores transversais rígidos, ou seja, o comprimento do painel. 

A esbeltez normalizada para o comportamento tipo pilar, é definida a partir da Equação 

23 e 24: 
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A c y
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= , placas reforçadas longitudinalmente 

(28) 

,

y

c

cr c

f
l

s
= , placas não reforçadas 

(29) 

 

Em que: 

 

,1,

,

,1

sl eff

A c

sl

A

A
b =  

(30) 

 

Nas referidas equações, ὃίὰ,1 é a área bruta da seção transversal do enrijecedor mais as 

partes adjacentes da placa; ὃίὰ,1,ὩὪὪ é a área efetiva da seção transversal do enrijecedor mais as 

partes adjacentes da placa levando em conta a instabilidade dos subpainéis.  

A Equação 31 para o fator de redução …ὧ é a mesma que para a instabilidade de pilar: 

 

2 2 0,5

1

( )
c

c

c
f f l
=
+ -

 
(31) 

 

Em que:  
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20,5[1 ( 0,2) ]c ca l lF= + - + (32) 

Nas citadas equações,  é o fator de imperfeição. O fator de imperfeição , tem valor igual 

a 0,21 para placas não enrijecidas. No entanto, no caso de placas enrijecidas longitudinalmente, o 

fator de imperfeição  deve ser ampliado e substituído por um fator de imperfeição equivalente 

(modificado), onde Ὡ representa imperfeição geométrica inicial, dada pela Equação 33: 

 

0,09

/
e

i e
a a= +  (33) 

 

Na Equação 33,  é igual a 0,34 para enrijecedores longitudinais com seção fechada 

vazada e 0,49 para seção aberta, onde o valor de  é menor para seção fechada em comparação 

com a seção aberta, porque a seção fechada fornece maior estabilidade e tensões residuais 

menores (por ter paredes finas e soldas de filete de um lado). Ainda, i é o raio de giração do 

enrijecedor; e é a maior distância dos respectivos centroides da chapa e do enrijecedor se 

presente em um único lado dos centroides da série de enrijecedores quando presentes em um 

único lado de dois centroides de dois centroides, da série de enrijecedores quando presente em 

ambos os lados, ao eixo neutro da coluna efetiva, conforme a figura 15. 

O raio de giração do enrijecedor é dado pela Equação 34: 

 

,1

,1

sl

sl

I
i

A
=  

(34) 

 

Na Equação 34 Ὅίὰ,1 é o momento de inércia do enrijecedor mais uma contribuição da 

placa isolada, em relação à flexão fora do plano da placa enrijecida. A distância Ὡ é dada pela 

Equação 36: 

1 2max( , )e e e=  
(35) 

Na Equação 26 Ὡ2 é a distância entre os centros de gravidade do enrijecedor Ὃίὸ (Ὃ1), e 

do enrijecedor mais a contribuição da placa Ὃίὰ (Ὃ) (Figura 15.a); Ὡ1 é a distância entre os 

centros de gravidade da placa sozinha Ὃὴ(Ὃ2) e do enrijecedor, mais a contribuição da placa 

Ὃίὰ(Ὃ). 
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Para enrijecedores simétricos e em ambos os lados da placa, Ὡ1=Ὡ2 (Figura 15.b), 

utilizam enrijecedores longitudinais de um lado da placa, o que resulta em uma excentricidade 

entre o plano médio da placa isolada e o centro de gravidade da placa enrijecida (Figura 15.a). 

Figura 15: Definição das distâncias e1 e e2   

 
Fonte: Modificado de Beg et al. (2010). 

 

2.2.1.2 Método da Tensão Reduzida (MTR) 

 

O MTR emprega o critério de Von Mises para avaliar a influência entre os tipos de 

tensões, comparando no painel as tensões obtidas pelo elemento da placa que deforma 

lateralmente. No mesmo momento em que o MLE verifica cada tipo de esforço, obtendo o 

efeito combinado deles por meio de uma equação de interação, no MTR a capacidade resistente 

é determinada em um único passo de verificação, onde ůx,sd ; ůz,sd ; Űsd ;  são considerados agindo 

juntos (BARBOSA, 2016), conforme ilustra a Figura 16.  

 

Figura 16: Comparação entre MTR e MLE 

G2 
G GL 
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Fonte: Modificado de Beg et al. (2007). 

 

O MTR assume uma distribuição linear de tensões até alcançar o limite de tensão da 

região da placa que fica instável primeiro, neste contexto a instabilidade de placa não é 

contabilizada por meio da diminuição das propriedades da seção transversal. De maneira oposta 

ao MLE, cada uma das tensões atuantes na seção transversal não deve exceder a um 

determinado valor chamado de ñresist°ncia reduzidaò (menor do que a resistência ao 

escoamento), ainda, a verificação do efeito global do campo de tensões deve ser obtida através 

do critério de escoamento de Von Mises. 

Considerando um campo de tensão no plano da placa, a tensão equivalente ůeq,Ed é 

definida conforme a equação (37): 

 

2 2 2, , , , ,    3eq Ed x Ed z Ed x z EdEd Eds s s s s t= + - +  (37) 

 

onde:  

ī „ὼ,ὉὨ,„ᾀ,ὉὨ são as tensões normais solicitantes de cálculo, baseadas nas propriedades da 

seção transversal bruta;  
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ī †ὉὨ é a tensão de cisalhamento solicitante de cálculo, baseada nas propriedades da 

seção transversal bruta. 

Na Equação 38, όὰὸ,Ὧ é o fator crítico (mínimo) para o qual a tensão equivalente de 

cálculo „Ὡή,ὉὨ atinge a resistência ao escoamento característica Ὢώ, ” é o fator de redução de 

instabilidade  da placa dependendo da esbeltez, ‗əὴ para instabilidade  fora do plano. 

O fator de redução da placa é obtido da seguinte forma: 

1) Valor de όὰὸ,Ὧ pode ser obtido a partir do critério de Von Mises, como mostra a 

Equação 38: 

 

, , , ,2 2 2

2

,

1
( ) ( ) ( )( ) 3( )

x Ed z Ed x Ed z Ed Ed

ult k y y y y yf f f f f

s s s s t

a
= + - +  

(38) 

 

No MTR todos os fatores de redução da resistência ao escoamento do aço (ɟx,ɟz e ɢw) são 

calculados com uma única esbeltez para o painel, com base no campo de tensão total, denominado 

de esbeltez global modificada da placa ‗←ὴ, dada pela Equação 39: 

 

,ult kRK
p

Crit crit

F

F

a
l

a
= =  

(39) 

 

2) Se o fator de redução ɟ for obtido com valor mínimo entre ɟx,ɟz ou ɢw, no entanto, 

somente o fator de redução mínimo ɟ será considerado, de acordo Equação 40. Porém, quando 

o fator de redução ɟ é obtido da interpolação apropriada entre ɟx,ɟz e ɢw, o campo de tensão é 

dado pela Equação 40:  

 

, , , ,2 2 2 2

1 1 1 1 1

( ) ( ) ( )( ) 3( )
/ / / / /

x Ed z Ed x Ed z Ed Ed
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(40) 

 

, , , ,2 2 2

1 1 1 1 1

( ) ( ) ( )( ) 3( ) 1
/ / / / /

x Ed z Ed x Ed z Ed Ed

x y M z y M x y M z y M w y Mf f f f f

s s s s t

r g r g r g r g c g
+ - + ¢ 

(41) 

 

Em tais equações, ɟx é o fator de redução para instabilidade de placa ‗←ὴ, levando em 

conta a interação entre os comportamentos tipo placa e tipo pilar, na direção de „ὼ (tensões 

normais longitudinais); ɟz é o fator de redução para instabilidade de placa ‗←ὴ, levando em conta 
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a interação entre os comportamentos tipo placa e tipo pilar na direção „z ; ɢw é o fator de redução 

para instabilidade de placa ‗←ὴ, para tensões de cisalhamento †. 

 A interação entre os comportamentos leva em conta a mesma interação do MLE pelos 

comportamentos tipo placa e tipo pilar pode ser realizada para as direções x e z, da seguinte 

forma, conforme as Equações 42, 43, 44 e 45, ilustrado na Figura 17. 

 

( )(2 )x x p x x xr x r c x c= - - + (42) 

  

( )(2 )z z p z z zr x r c x c= - - + (43) 

  

.

.

1_ _ 0 1
cr p

x

cr x

e
a

x x
a
= - ¢ ¢ 

(44) 

  

.

1_ _ 0 1cr
z z

cr z

e
a

x x
a
= - ¢ ¢ 

(45) 

Figura 17: Interação entre os comportamentos tipo placa e tipo pilar 

 

Fonte: Adaptado de Johansson et al. (2007). 
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2.2.2 Procedimentos de verificação de seções esbeltas segundo a AASHTO (2014) 

 

Quando ocorre a instabilidade na longarina de alma esbelta, a parte que recebe a carga 

de compressão torna-se menos eficaz, e a tensão de flexão é eliminada pela instabilidade. A 

variação de tensão se torna não linear após a instabilidade inicial, determinando um fator de 

redução na resistência à flexão (Rb), em função da esbeltez da viga em compressão, calculado 

quando a força de instabilidade por compressão for menor que a resistência ao escoamento do 

aço (fy). Contudo, a equação do Rb (ABNT NBR 8800) foi derivada das equações de Basler e 

Thurliman (1960) para vigas sem reforços, dada pela Equação 46, 47 e 48 : 

 

2
1 ( )( ) 1.0

1200 300

wc c
b rw

wc w

a D
R

a t
l= - - ¢

+
 

(46) 

 

Onde, ɚrw é igual ao limite de esbeltez para alma esbelta. 

 

5.7rw

y

E

f
l =  

(47) 

 

e awc relação entre a área da alma e da mesa comprimida: 

2 C w
wc

fc fc

D t
a

b t
=  

(48) 

Em que Dc é a altura da alma, tw espessura da alma, bfc largura da mesa e tfc espessura 

da mesa  

 

2.2.3 Procedimentos de verificação de estados limites últimos: NBR 8800  

 

       A NBR 8800 (ABNT, 2008), descreve os procedimentos para a determinação do momento 

fletor resistente de cálculo, sendo que o fator de redução é equivalente ao trazido pela norma 

AASHTO (2014), dado pela Equação (49). 
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(49) 
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Em que: h é altura da alma; tw é a espessura da alma; E é o módulo de elasticidade; fy é 

a tensão de escoamento do aço; ar relação entre a área da alma e da mesa comprimida, não 

podendo ser superior a 10; e, por fim, hc é igual a duas vezes a distância do centro geométrico 

da seção transversal à face interna da mesa comprimida. 

 

 

2.3 Análise de elementos finitos  

 

Um sistema estrutural devem ter a capacidade de transmitir as ações de maneira 

eficiente, para que seja possível avaliar esta funcionalidade é necessário o conhecimento dos 

esforços internos e das deformações na estrutura. A partir do conhecimento destas respostas é 

possível a avaliação da sua resistência, através do controle dos esforços internos, da rigidez 

através do controle dos deslocamentos, da durabilidade através da análise de fadiga e a 

estabilidade de toda estrutura ou de parte dela. 

Os métodos disponíveis atualmente são os métodos analíticos clássicos, métodos 

experimentais e os métodos computacionais. Esses métodos podem interagir entre si trocando 

informações ou validando as respostas encontradas em um método através do outro.  

Os casos onde os problemas são simples representação matemática do problema permite 

a busca da solução utilizando a teoria da mecânica clássica, neste caso a solução é obtida para 

os infinitos pontos do modelo porque as equações diferenciais que representam seu 

comportamento. Neste caso a representação do comportamento físico não é tão simples e a 

aplicação dos MEF é a melhor alternativa. 

Em um modelo para análise de elementos finitos é necessário dividir a geometria da 

estrutura em pequenas regiões, chamas de elementos, e que são interconectados através de 

pontos incomum denominados nós. As equações que definem o comportamento de cada 

elemento são muito simplificadas por que são escritas em termos de variáveis nodais, tais como 

os deslocamentos. 

Os elementos relacionam-se através de nos incomum, isso permite a montagem de todas 

equações em um conjunto único depende apenas das variáveis nodais, quanto maior o numérico 

de elementos discretos, mais preciso serão os resultados, e mais demorado será analise tendo 

um maior custo computacional .Depois de obtidas a solução para os valores nodais, o 

comportamento aproximado na região interna dos elementos é obtido por meio de interpolações 
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do valores nodais ,chegando-se assim aos valores de deformações especificas e tensões nos 

elementos . 

 

2.3.1  Método de análise  

 

 O método de análise é utilizado quando se tem um problema linear estático e deseja-se 

incluir o comportamento físico geométrico da estrutura em análise, chega-se então a um sistema 

de equações, como representado pela Equação 50: 

 

[ ]{ } { }K u P=  (50) 

 

Na Equação 50 [K]  representa a matriz de rigidez, que não depende do nível de carga 

aplicada, onde {u} é o valor de deslocamentos nodais e {P} o vetor de cargas. No entanto, 

quando ocorre a necessidade de incluir o comportamento não linear físico e geométrico da 

estrutura utiliza-se a Equações 51:  

 

[ ]{ } { }NLK U P=  (51) 

 

Como a matriz de rigidez for em função do nível de carga aplicado, não é possível obter 

o vetor de deslocamento u através da equação (50). Utilizam, então, os métodos iterativos, entre 

os quais pode-se citar o método de Newton-Raphson, empregado pela relação [P] x {u} . Quando 

o gráfico carga x deslocamento apresentar um máximo, ou seja, um comportamento instável, 

para prever a relação P x u é necessário empregar outros métodos, dentre os quais se destaca o 

método de comprimento de Arc-Length (WEMPNER, 1971). 

Quando é preciso modelar uma estrutura apenas com não linearidade geométrica, sendo 

que a mesma se instabiliza em um determinado valor de carga, e a instabilidade acontece antes 

que a estrutura tenha sofrido deformações consideráveis, há um método alternativo que pode 

ser observado na equação (52), é desenvolvida em série de Taylor, mantendo da série apenas o 

termo constante e linear: 

( ) { }gK K u Pa+ =  (52) 

Onde a matriz K, u e P têm o mesmo significado, e a matriz Kg é chamada de matriz 

geométrica. É plausível encontrar o valor do alpha que produz a singularidade do sistema de 
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equações. Determinado o valor de alpha, é possível determinar a forma em que a estrutura se 

instabiliza. 

 

 

2.3.2 Análise de bifurcação no Ansys  

 

A análise de bifurcação é uma técnica utilizada para determinar as cargas críticas, as 

que a tornam uma estrutura instável, além de determinar as formas dos modos de Instabilidade. 

A análise de instabilidade não linear é geralmente mais precisa e é, a mais recomendada para o 

projeto ou avalição das estruturas reais. Essa técnica utiliza uma análise não linear estática com 

cargas gradualmente crescentes de modo a procurar o nível de carga em que a sua estrutura se 

torna instável, como presentado na figura 18.  (ANSYS USERôS MANUAL , 1995).  

Através da análise não linear, podem-se incluir recursos como imperfeições iniciais, 

comportamento plástico e grandes deslocamentos, podendo ser avaliado também o desempenho 

´pós instabilidade da estrutura. 

Esse tipo de análise prevê a força teórica de instabilidade de uma estrutura linear elástica 

ideal, Figura 18.b que corresponde à formulação clássica de Euler.  A metodologia para esse 

tipo de análise consiste em encontrar um autovalor que representa um fator de carga que 

corresponde à caga crítica de Instabilidade, e os autovetores são os modos.  (ANSYS USERôS 

MANUAL , 1995). 

Figura 18: Curvas de instabilidade 

 

Fonte:  Adaptado de Ansys Userôs Manual (1995). 

 

 O Anys emprega o método de Newton-Raphson para resolver problemas não lineares, 

o qual consiste em um método incremental e iterativo para a solução de análises não lineares. 

No método de Newton-Raphson, a solução é obtida por um processo gradual de aplicação de 

carga, com a quebra da simulação em certo número de incrementos de carga e pela busca da 
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configuração de equilíbrio através de sucessivas iterações em cada um deles (CHEN; HAND, 

1988). 

Uma iteração é uma tentativa de se encontrar uma solução de equilíbrio sendo que em 

cada iteração é formada uma matriz de rigidez, sendo então resolvido o sistema de equações 

observando se o valor obtido está mais próximo do equilíbrio.  

{ } { }{ }T a nr

i iK U F Fè øD = -ê ú  
(53) 

T

iKè øê ú: Matriz Jacobiana é a matriz de rigidez tangente, sendo i o n´mero da decorrente 

iteração; 
aF : Vetor de aplicação de cargas; 
nrF : Vetor de aplicação de cargas; 

iUD : Vetor de incrementos dos deslocamentos  

 

 

2.3.3 Critério de convergência  

 

O procedimento para obtenção da convergência se dá pela aplicação das equações 54 e 

55 , para as análises não lineares, até que se atinja a convergência, onde o usuário determina o 

número máximo de interações a serem realizadas, a fim de obter a convergência de equilíbrio 

(CHEN; HAND, 1988): 

 

{} R refR Re
 

(54) 

  

{ }I U refU UeD  (55) 

 

Em que: 

{}R : Vetor residual que representa o balanço das forças obtidas pela Equação 54 de 

Newton-Raphson, sendo {} { }{ }a nrR F F= - ; 

{ }IUD : Vetor de incrementos dos deslocamentos; 

R uee e: Tolerâncias desejadas; 

ref refR eU : Valores de referência a serem definidos para o controle de convergência. 
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2.3.4 Elemento de casca   

 

O elemento de casca é utilizado para verificar a instabilidade de placa que oferece 

modelos com maior número de graus de liberdade. A geometria da casca apresenta uma dupla 

curvatura que varia ao longo da sua superfície que, quando carregada, exibe uma combinação 

de ações de membrana e de flexão, as quais interagem à sua curvatura (SILVA; GERVÁSIO, 

2007). 

O elemento indicado para análise de materiais com comportamento não linear (Shell 

181), possui quatro nós com seis graus de liberdade em cada nó, onde é possível ter translações 

nas direções x, y, e z, indicado para grandes rotações e/ou deformações em análises não lineares 

que considera a deformação x cisalhamento (ANSYS USERôS MANUAL, 1995), como 

representado na Figura 19. 

 

Figura 19: Elemento finito Shell 181 

 

Fonte: Adaptado de Ansys Userôs Manual (1995). 

 

 

2.3.5 Aspectos regulamentares  

 

A norma europeia descreve a utilização do método de elementos finitos para verificar 

os estados limites últimos, dando atenção à modelação dos componentes estruturais e suas 

condições de contorno, à escolha do software, modelação das propriedades dos materiais e das 

cargas. Ainda, deve compreender a utilização de imperfeições, especificação dos critérios para 

os estados limites e, por fim, a seleção dos coeficientes parciais.  
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2.3.6 Imperfeições geométricas 

 

As imperfeições geométricas são utilizadas para obter uma análise não linear, essas 

devem ser tomadas de todas as formas possíveis, para serem utilizadas em condições 

desfavoráveis, neste caso, podem basear-se nos modos de instabilidade como descreve a norma 

europeia EN 1993-1-5 (2006). com uma amplitude máxima de hw/200 para a imperfeição local 

do subpainel, esta escolha foi definida por aquela exposta na norma supracitada.  

Neste estudo foi considerado o modo como primeiro modo de flambagem e amplitude 

máxima das imperfeições de hw/200, assim como Kövesdi, Mecséri e Dunai (2018) estudaram 

vigas esbeltas enrijecidas longitudinalmente por MEF e concluíram que a forma e amplitude 

indicadas pela norma EN 1993-1-5 é adequada para análise de vigas enrijecidas 

longitudinalmente e que esse método apresenta capacidade resistente mais confiáveis, 

apresentado resultados mais conservadores. 

 

2.3.7 Propriedade dos materiais  

 

A norma europeia EN 1993-1-5 (2006) descreve como podem ser os modelos para o 

comportamento dos materiais, demonstrando exemplos de curvas de tensão-deformação na 

Figura 20.a e 20.b referindo tensões contínuas. No entanto, o comportamento do material é 

descontínuo, não sendo ideal para a análise de estabilidade, pois o material perde parte de sua 

rigidez, resultando na instabilidade local diferente da realidade (JOHANSSON et al., 2007).  

 

Pelo fato de não existir um modelo que represente a curva adequadamente, a sua 

inclinação é reduzida para E/100 para todos os tipos de aços representados na Figura 20.c, que 

tem o intuito de obter resultados conservadores (JOHANSSON et al., 2007). No entanto, outra 

solução seria utilizar a curva de tensão-deformação (Figura 20.d), que representa o modelo de 

duas curvas reais de tensão-deformação, onde a número 1 representa a verdadeira curva e a 

número 2 os resultados experimentais, sendo que Fy representa o limite de escoamento do 

material, E o módulo de elasticidade, e Ů a deformação. Foi usada para as análises a curva de 

material elasto plástico perfeito com patamar horizontal. 

 

 

 

 



50 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 20: Modelação para o comportamento do material conforme EN1993-1-5 

 

Modelo elasto-

plástico perfeito  

23.a 
23.b 

Modelo elasto-

plástico com 

encruamento 

23.c 23.d 
Fonte: EN1993-1-5 (2006). 
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3 METODOLOGIA  

 

A proposta metodológica para o presente trabalho pode ser observada na Figura 21, 

onde inicialmente foram determinadas as propriedades geométricas do modelo a ser analisado 

e, em seguida, as análises foram realizadas, empreendendo-se os métodos analíticos e 

numéricos:  

Figura 21 Fluxograma da metodologia de trabalho  
 

 

Fonte: O Autor, 2017. 

 




